Fonction exponentielle — Limites

EXxercices corriges

Sont abordés dans cette fiche : (cliguez sur I’exercice pour un accés direct)

e Exercicel:
e EXxercice?2:

e EXxercice 3:
e Exerciced:

e Exercice5:
e Exercice6:
e Exercice7:
e Exercice 8:

e Exercice9:

e Exercice 10 :
e Exercice 11:

e Exercice 12 :
e EXxercice 13:
e Exercice 14 :

limites de référence de la fonction exponentielle en —oco et +oo
limites de fonctlons composées avec I’exponentielle (fonctions de la forme e*)

étude de lim 7 (cr0|ssance comparée de e* et x en +) ( )
X—+00

étude de lim xe* (croissance comparée de e* et x en —) o
X——00

forme indéterminée et levée d’indétermination en factorisant par lyndme

forme indéterminée et levée d’indétermination a I’aide d’une ¢rojssance comparée
forme indéterminée et levée d’indétermination en factoris
forme indéterminée et levée d’indétermination en fact nt par e

X __
étude de 1irr(1) e—1 (dérivabilite de la fonction exw ielle en 0)
X—
limite d’un taux d’accroissement et nombre @
limite et continuité
étude de limite et comportement asy ﬁue (asymptote horizontale)
étude de limite et comportement q& ique (asymptote verticale)

- théoréme des gendarmes
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Exercice 1 (2 questions) Niveau : moyen

1) Montrer que lirP e* = +oo,
XxX—>+o00

2) ATaide d’un changement de variable, en déduire que lim e* = 0.

X——00

Correction de I’exercice 1 U Retour au menu

1) Démontrons que lim e* = 4oco.

X—+00
Pour démontrer que hrP e* = +oo, étudions la fonction f définie sur R par f(x) = @; afin de comparer
X—+00
e* etx.
La fonction f est dérivable sur R comme étant la somme de la fonction u: x fonctlon exponentielle) et de
la fonction v: x — —x (fonction linéaire). Ainsi, pour tout x € R, f' (x) ’( +v'(x) =e*—1.
Pourtoutx ER, f'(x) >0 e*—-1>0 X 0 e
cefzleoe*ze’eox>0. -
e e e X /f’(x) B 0 +

Rappel : e® =1 | ,&v

On en déduit que la fonction f est crmssant: Q 5 6o 0 +o0

[0; +oo[ et décroissante sur ]—oo ; 0]

que f(0)=e’-0=1-0=1.

Par ailleurs, f admet un minimum, @Zﬁ 0, tel f(x) \ /
1

Par consequent, pour %@R f(x) =2 1, c’est-a- Rappel : Théoréme de comparaison en 4o
dire f(x) > 0.
o Soient f et g deux fonctions définies sur un
Ainsi, il résult , pour tout x € R, e* —x >0, i .
est-a-dire @ intervalle [ =]JA; 4+oo[. Si, pour tout x €],

f(x) =g(x) et si lim g(x) =4, alors
our tout x eR, e*>x et comme X=+oo

= 400, d’apres le théoréme de comparaison xl_l)moof (x) = +oo.
s limites, il vient que lim e +00
2) Déduisons-en que lim e* = 0.
X—>—00
Posons X = —x. Alors lim X = lim (—x) = +oet lim e* = lim e™* = lim e™* = lim iX— 0*.
X——00 X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—>+0o0 X->+4+o0 e
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Exercice 2 (1 question) Niveau : facile

Etudier les limites suivantes :

—4x5-2x+3

lim esx-7 i 3%—7
X—+00 4) xl_l)rllooe *

1) lim e37* 2) lim @ 3X°=5x+4 3)

X—>—00 X——00

Correction de I’exercice 2 O Retour au menu

Rappel : Limite de la composee de deux fonctions

a, b et c désignent des réels, —oo ou +co. f et g sont deux fonctions.
. . \ (x) 5 9(f@)

Si chgr}zf(x) =IetS| )l(l_rgg(X) =|, alorsona: X o g

lim(g e f)(x) = ¢
X—a

1) :
D’une part, llm (3 x) = - D’autre part, 11 ﬁ

Donc, d’apres le théoréme sur la limite de la com@ eux fonctions, lim e3™* = lim e¥ =-.

X—>—00 X606
2)
. 2 . . ) . 5 4
lim (3x° —5x +4) = llm ﬁ = lim (x?) x lim (3——+—2)
X——00 - X——00 X—>—00 X X
—_ n+ 0t Aines . . 5, 4\ _
Or, hm —— =0"et = 0™. Ainsi, par somme des limites, lim (3 ——+—2) = 3.
X—>—00 X——00 ve X
En outre, 11r_n x% = +%
* [ J
. ) 2 . 2 . 5 4
Donc, par pr es limites, lim (3x* —5x +4) = lim (x*) X lim (3 —=+ —2) =
X——00 X——00 X——00 X X

by r Y M M r M 2_ .
ﬁ,d’apres le théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions, lim e3* ~5**4 = ]im eX =..

X—>=—00 X—-Ho6a

3)

lim (3x — 7) = +o0 d’ou, par quotient des limites, lim % =..

x—+00 xX—+00 3

De plus, Xli“ﬁex =e¥= I (par continuité de la fonction exponentielle en 0).
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1

Donc, d’apres le théoréme sur la limite de la composée de deux fonctions, lim esx-7 = llr(r)1+e =N
X—+00 X

2 3 2 3
—a—oxt3 | P(-4-5+3) —4-Z+ s
lim = lim = lim | x* x —=—=—
X—400 3x —7 X—+00 X (3 _ Z) X—+00 3 _ Z
X X
= lim x* x lim S —4
X—+co X—+oco 3 _ Z

X

Or, lim x* = +o d’ou, par quotient des limites, lim (—1) =0". De plus, limx>==+o0 d’ou, par

X—>+o00 X—+00 x X—+00
. . . 3 + 2 (B\LT
quotient des limites, xllrf’oo (x5) = 0™. Ainsi, par somme des limites, llrfoo( 4 pw: +* x5) = —4.
7
D’autre part, par une analyse similaire, on montre que lim (3 — ;) = 3.
X—+00
—4—243
. . . =ats 4
Ainsi, par quotient des limites, lim 37 =3
X—+00 —_
X
—4-243
475
Enfin, comme lim x* = +oo, par produit des limites, lim™| x* x —*=* | = —2 x lim x* = —oo.
x—+0o X>+00 3_E 3 xX—>+0o

. . (—4x5+2x+3 .y o
On vient donc de montrer que lim (—==5—===) =|—00. Par ailleurs, puisque hm e* =0, il résulte,
X—+00 3x+7 X =008
—4x5—2x+3
d’apres le théoréme sur la limite de l&¢ondposée de deux fonctions, que lim e~ 3x=7 = lim eX = 0.

xX—+00 X—=ca



Exercice 3 (1 question) Niveau : difficile

, . .. . .eX
Déterminer la limite suivante : lim —.

xX—+00

A
Correction de I’exercice 3 U Retour au menu

Soit la fonction ¢ définie sur [0 ; +oo[ par ¢(x) = e* — %xz.

@ est la somme des fonctions x — e* (fonction exponentielle) et x — ——x (fonctlom me) toutes deux
dérivables sur R donc sur R*. Par conséquent, la fonction ¢ est dérivable sur son % e de définition R*.

Ainsi, pour tout réel x positif, N

1
fp'(x)=ex—zx2x=ex—x 0

De méme, ¢’ est la somme des fonctions x — e* (fonction exp@ielle) et x » —x (fonction affine), toutes
deux dérivables sur R donc sur R*. Par conséquent, la fonc ;;fw est dérivable sur R*.

Ainsi, pour tout réel x positif, ‘
p"'(x)=e* -1

Or, pour tout x € [0; 4o, 4
p'(x) =20 e* —1>0®ex>§@>e ©x=0

Il en résulte que ¢’ est croissante

Or,¢'(0)=e’-0=1,c¢

Par conséquent, ¢ est € ent croissante sur R*.

Or, p(x) = e"éx 02 = 1, c’est-a-dire ¢ (x) > 0 pour tout x € R™.

On en@ que pour tout x € R*, e* _%xz > 0, c¢’est-a-dire pour tout x € ]0; +oo[, e* > %xz ou bien,

e W er _x
ap ivision par x non nul : /> =.

Or, lim g— 400
xX—+00

\ . . e . . e
D’apres le théoréme de comparaison sur les limites, il s’ensuit que lim - = too.
X—+00
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Exercice 4 (1 question) Niveau : facile

Déduire de la limite de I’exercice précédent la limite suivante : lim xe*

X—>—00

Correction de I’exercice 4 O Retour au menu

Soit ’expression xe*, définie pour tout réel x. OO

En effectuant le changement de variable = —x (X € R), alors xe* = —Xe™* = —eix. % o
Par ailleurs, lim X = lim (—x) = +oco. %@
X——00 X——00 °
. X X 1 \
x _ X . XY_ _ ¢ 1
s, i ze” = 1, () = - im, (5) = -y, (3 )
X

Or, d’aprés I’exercice précédent, llm e . De plus, ﬁ/_ I donc, d’aprés le théoréme sur la

limite de la composée de deux fonctions, hm ( ) {% = 0.

Finalement, lim xe* = 0. O
X——00 E
Rappel : Croissances compareées d ction exponentielle et d’une fonction puissance
Pour toutn € N, /
. e a li NeX — ()
lim +00 m xrer =

——00
x>+ x

On dit que « la forictio%ponentielle I’emporte sur les fonctions puissances ».

.
&
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Exercice 5 (1 question) Niveau : facile

Etudier les limites de la fonction f, définie par f(x) = 2e* — 3x, aux bornes de son ensemble de définition.

Correction de I’exercice 5 U Retour au menu

Rappel : Formes indéterminées OC

(0 0)
00 — 00 0 X oo —
N—— |
somme produit
quotlent @ quotlent
La fonction f, définie par f(x) = 2e* — 3x, est définie sur ] — 0 ; +oo somme des fonctions u et v
respectivement définies sur | — co; +oo[ par u(x) = 2e* (produit d’ cel par la fonction exponentielle) et
v(x) = —3x (fonction linéaire).
1) Déterminons tout d’abord la limite de f en —oo. /O
D’une part, lim e* = 0donc lim 2e* = 0. %
X—>—00 X—>—00 Py &
D’autre part, lim (—3x) = +oo. x
X——00
Ainsi, par somme des limites, hm f(x) (2e* —3x) = lim (2e*) + hm ( 3x) = +oo.
X—>—00
2) Déterminons désormais la li en +oo.

> 3 X — 1 X —
D’une part, xl_l)rpwe = o0 donc %ﬂm e* = +oo.
D’autre part, xl_lgloo (—3x)
Ainsi, par somme d@mites, on aboutit @ une forme indéterminée du type +oco —oo. Levons cette
indéterminat@acﬂ)risant par x.
Pour tout réel x non nul,
ex
%Ze —3x =x(2—— 3)
X
.eX . eX
Or, xHIPmT = 400 donc xl_l)rJPOo (2 =~ 3) =

Par ailleurs, lim x = +oo0.

X—+ 00
Ainsi duit des limites, 1 I 2€_3)) = i lim (2 -3) =
insi, par produit des limites, x—1>r-}l:loof(x)_x—l>r-|poo x( P ) —x_l)rpm(x)xxirpm( ~ )—+oo
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Exercice 6 (1 question) Niveau : facile

—x+7
Etudier les limites de la fonction f, définie sur R* par f(x) = eT, en —oo et en oo,

Correction de I’exercice 6 U Retour au menu

Etudions les limites de la fonction f, définie sur R* par f(x) = 8_59;”, en —oo et en +oo. Q

1) Déterminons tout d’abord la limite de f en +oo. 6 ’
D’une part, xl_i)riloo(—x + 7) = —oo. De plus, l_1)mooe = 0. Donc, d’apres Je thégréme sur la limite de la
composée de deux fonctions, xliTme‘x+7 =0. N
D’autre part, xl_iHloo(S)C) = +o0. De plus, Xl—i>r-|r-loo)1_( = 0. Donc, d’apré@ﬁ réme sur la limite de la composée
de deux fonctions, lim 5i = 0. O

Ainsi, par produit des limites, hm f(x) = hm

e —-x+7 : i —
5X @ (e ) X xl—l>r-ll-loo (SX) =0.
2) Déterminons désormais la limite de f en

D’une part, lim (—x + 7) = +oo. De pIu;Qm eX = +o0. Donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la

composée de deux fonctions, lim ez**7, o,

X—>—00

D’autre part, llm (5x) = —oo 11m 7 = 0. Donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la composée

de deux fonctions, lim =— —

xX—— 005

Ainsi, par produit des @es, on aboutit a une forme indéterminée du type co X 0. Levons cette indetermination
en utilisant une craissance comparee.

Pour tout x

{7}

e *t7  _x 47 e X+7 —x+7 e X+7 X (—1 + %) e X+7 -1+ Z
f = X = X = X = X X
5x 5x —-x+7 —x+7 5x —x+7 5x —-x+7 5
X
Or, lim (—x+ 7) = +oo. De plus, 11m 7 = +o00. Donc, d’apres le théoreme sur la limite de la composée de
X—>—00 X—+o00
. ) e—x+7
deux fonctions, xl_l)r_noo (_x+7) = +o0,
147
En outre, lim 7= 0dou lim -1
x—>—00 X x——-00 D 5
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o . . . . eTXt7 . —x+7 - _1+%
Ainsi, par produit des limites, xllr_nwf(x) = xl_l)r_an = xl_l)r_nw (_x+7) X xl—l>IEloo = | = —oo.
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Exercice 7 (1 question) Niveau : facile

e2x43
eX—1’

Etudier les limites de la fonction f, définie sur R* par f(x) = en —oo et en +oco.

Correction de I’exercice 7 U Retour au menu

Etudions les limites de la fonction f, définie sur R* par f(x) = %, en —oo et en +oo. Q
1) Déterminons tout d’abord la limite de f en —oo. 6 ’
D’une part, lim (Zx) = —oo0. De plus, lim eX = 0. Donc, d’aprés le théoréme s%mite de la composée de
deux fonctlons xl_l)mooezx = 0. Il vient alors que hm (er +3)=3. N
D’autre part, xEerex = 0.D’ou xl_i)rzloo(ex -1)=-1. o
Ainsi, par quotient des limites, 11m f(x) = 11 eex +13 31
2) Déterminons désormais la limite de f en +oo.
D’une part, xl_i)rpoo(Zx) = +4o00. De plus, lim eX énc d’apres le théoréme sur la limite de la composée
de deux fonctions, lim e?* = 4.1l s ensu1t (er +3) = +oo.

X—+00

D’autre part, lim e* = +oo. Il s’ensuit @lim (e¥—1) = +oo.
X—+00 —+00

(0.0]
Ainsi, par quotient des limites, on ? it & une forme indéterminée du type - Levons cette indétermination en

factorisant par e* non nul

Pour tout x € R*, Q O

e?* +3 Ae?%+3  e** 4 3e¥*  e¥eX +3efe™ e¥(e¥+3e™¥) e*+3e"

X = = = =
f( ) x_eo ex_ex—x ex_exe—x ex(l_e—x) 1_e—x
Or, li = —oo. De plus, llm eX = 0. Donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la composée de deux
X —00
fonEtlsns 11m e ™ =0. Dou hm 3e™ = 0. Par ailleurs, lirP e* = 4o00. Donc, par somme des limites,
X—+co —+00
" (e* + 3e‘x) = +o00,

De plus, on vient de montrer que lim e ™ =0, d’ou lim (1 —e ™) = 1.

X—+0o X—+00

- . - . e*+3e %
Ainsi, par quotient des limites, lim f(x) = lim =% = t.
X—+00 xX—+00 e
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Exercice 8 (1 question) Niveau : facile

41
—X+4 :

Etudier les limites de la fonction f, définie par f(x) = aux bornes de son ensemble de définition.

-

Correction de I’exercice 8 U Retour au menu

1) Commengons par préciser I’ensemble de définition de la fonction f.

La fonction f est le quotient de la fonction u: x —» 2e™* + 1, définie sur R, par la fon@ 9 xme*+4,
définie sur R et strictement positive (donc non nulle). Par conséquent, la fonctio définie sur R. Il
convient par conséquent d’étudier les limites de f en +oo et en —oo.

[
2) Déterminons tout d’abord la limite de f en +co. N
D’une part, lirP (—x) = —oo. De plus, llm eX = 0. Donc, d’aprés le théoréme sur la limite de la composée
X—+oo X—>—00

de deux fonctions, lim e™ = 0.
X—+00

Il vient alors que lim (2e™* + 1) = 1etque lim (e ™ + 4) ?;)
x—+00 X—>+00

Ainsi, par quotient des limites, lim f(x) = lim Qé: 1.
xX—+00 x—>+00 € 4

3) Déterminons enfin la limite de f en QO

D’une part, lim (—x) = +oo. De plus, )@e = +o00. Donc, d’apres le théoréme sur la limite de la composée
X——00

de deux fonctions, lim e ™ = +oo0.

X—>—00

Il vient alors que lim (2e~* g: +ooetque lim (e ™™ + 4) = +oo.
X—>—00 X—>—00

Ainsi, par quotient de
factorisant par e ™% non
Pour tout x ré&
+1 e *2+eY) 2+e*
f(x) = Xy x
E;S e *+4 e *(1+4e¥) 1+4e
im e* = 0.D’ou 11m (2+ex) =2et 11m (1+4ex) = 1.

x—»oo

(0]
, on aboutit a une forme indéterminée du type o Levons cette indétermination en

2+e*

L THdex = 2

Ainsi, par quotient des limites, hm f(x) = hm
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Exercice 9 (1 question) Niveau : facile

eX—

Etudier lim 1.
x-0 X

A
Correction de I’exercice 9 U Retour au menu

Rappel : Limite d’un taux d’accroissement (Dérivabilité en un point — Nombre dérivé)

Soit f une fonction définie sur I et soita € I. % ‘

o, Q)
Pour tout x € I, tel que x # a, le nombre noteé T xa est appelé taux d acerojssgm tde fena

Si ce taux d’accroissement admet une limite finie [ en a, on dit que f est dé %Ie a. Autrement dit, f est

x—-a
taux

N————
d’'accroissement
de fena

Rappel : Ce nombre réel [ est alors appelé nombre dérivé @,ﬁ\ a etnoté f'(a).

dérivable en a si et seulement si lim % = [ (I réel fini). o

o < v
Comme la fonction exponentielle est continue s@nc continue en 0), lin(l)ex = e%. Ainsi, lil’r(l)ex =1.1
X— X—

vient alors immédiatement que lir%(ex -1) .
xX—

e*—1

0
Par conséquent, lirr(l) est une f indéterminée du type o Levons cette indétermination en mettant en
X

2

évidence la limite d’un taux d :Cﬁssemen‘t.

— 0

e¥—-1  e*-1
lim = lim
x-0 X x-0 X — S0 x—0

On reconnait ici 1’;cri1;1§e de la limite du taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0, qui n’est autre

que le nombre démwé de I’exponentielle en 0.

lim e* —s §e,(0) —e(0) =1 Rappel : Derivabilité et dérivee de la fonction
exponentielle

x—0
$ La fonction x +— e* est dérivable sur R et, pour tout

réel x, (e*)' = e”*.
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Exercice 10 (1 question) Niveau : difficile

Etudier les limites suivantes :

eSx_l x2_1

2) 11

1) }Cl_rf(l) 2x

-0 1—cos(x)

Correction de I’exercice 10 U Retour au menu

. e’ —1 ¢
1) Etudions lim T

5 o
Pour tout x € R*, ==X )

: _ . eX—
Or,}cl_r)r(l)Sx—Ieth_m X

= I Donc, d’apres le théoréme sur la I@ la composée de deux fonctions,

e5x1I
}}—%Sx_' ‘)

S5x_ 5x_
Enfin, par produit des limites lim &— 1_ im e 1

" x>0 2x 2 x—>0 &
¥ 1
2) Etudions hst(x) O
Pour tout x € R, cos(Zx) =1— 2sin® ‘é — cos(2x) = 2sin®(x). Il vient alors que, pour tout x € R,

1 — cos(x) = 2 sin? ’(;
Par conséquent, pour tout x € R ;z /k € 7},

2 2 2 2 2 X 2
eX —1 e —1 (e¥ -1 x? e —1 x? e —1 (7)
- 5 X = s — X 2X = s—X2X
1—cos(x)  2gin (% X 2 sin? (—) X 4 sin? ( ) X sin? )
[ 4
. x \?
e’ — 5
=2 x —A- x| —2=
@ sin(3)
2
tudions tout d’abord lim
limx* = I (par continuité de la fonction carré en 0) et }(im —— I donc, d’aprés le théoréme sur la limite de
x*_ eX—1
la composée de deux fonctions, lim = }(in% v = 1
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N &R

2
Etudions dorénavant lim | —%%< | .
sm(j)

x—0

X
2

1 X \?
Pour tout x € R — {2km /k € Z}, = . Par conséquent, li 2 =1i
e G ke ®) T ) i “‘( ( >> =

g n(3 sin( x>0 | sin(3)
X x
2 2
D’une part, lir%% = 0 (par continuité de la fonction affine x ’2—6 en 0).
X—
in(X in(X)—sin(0 . .. .
D’autre part, }(lr%%() = }gr%%_som() = sin’(0) = cos(0) = 1. (On reconnait en effet'ici J’écriture de

la limite du taux d’accroissement de la fonction sinus en 0.)

s (X
Sin| 5
Donc, d’apres le théoreme sur la limite de la composée de deux fonctions, lirr(1) x(Z) =1
X— 7
_ . sin(3) 1 -y : 1
Ainsi, on a lim —%~ = 1. Comme, de plus, lim (—2) = 1 (par continuité de la fonction X —» = en 1), d’aprés
x>0 S x-m\X X
x 2
le theoreme sur la limite de la composée de deux fonctions, il résulte gue lirr(l) <#(x)> =1.
X— 7
Concluons.
Ainsi, par produit des limites,
2 2 X 2 2 X 2
li er ~1 li 2><ex_1>< 2 2 xli <ex_1>><l' 2 2
m-————-—_—=11m = m m =
x-01 — cos(x x—0 x?2 (X x—0 x2 x>0\ i (X
() & (2) s (2)



Exercice 11 (3 questions) Niveau : facile

1—2x six<2

On se propose d’étudier la continuité de la fonction f définie sur R par f(x) = {e X2 _ ggiy >

1) Montrer que f est continue sur R\{2}.
2) Etudier la continuité de la fonction f en 2.
3) Conclure.

O

Correction de I’exercice 11 O Retour au menu

1) Montrons que la fonction f est continue sur R\{2}. @

Rappel : Continuité d’une fonction composée sur un intervalle

Soient f et g deux fonctions.

Si f est continue sur [ et si g est continue sur f (1), O (g0 f):x L £ A 9(f()

alors g o f est continue sur 1. R

o :
Pour tout x € |—o0; 2], f(x) = 1 — 2x. Sur cet interN&‘ est une fonction affine ; elle est donc continue.

Pour tout x € ]2; +oof, f(x) =e*2—-4.S tervalle, f est continue comme étant la composée de la
fonction affine u définie sur R par u(x) = par la fonction v définie sur u(R) = R par v(x) = e* — 4.

On en déduit que la fonction f est cmb r R\{2}.

/
2) Etudions désorr@inuité de la fonction f en 2.

Rappel : Continuité % fonction en un point

. @ . .
Soit f une fon définie sur I et soita € I.
f est contifiue en a si et seulement si f a une limite en a égale & f(a), c’est-a-dire si et seulement si

a). En particulier f est continue en a si et seulement si lim f(x) = lim, f(x) = f(a).
x—-a x—-a

¥~ On note indifféeremment la limite a gauche de la fonction f en a: lim f(x) ou lim f (x).
xX—a

x<a

v~ On note indifféeremment la limite a droite de la fonction f ena: lim f(x) ou limf(x).
xX—a

x>a
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Pour tout x € |—; 2], f(x) = 1 — 2x. Comme lirg_(—Zx) = —4, alors xlir?_f(x) = xlirg_(l —2x) = 3.
xX— - —

Pour tout x € ]2; +oo, f(x) = e*"2 — 4. Comme lirgl+(x —2) = 0%, alors d’aprés le théoréme sur la limite
X—

de la composée de deux fonctions puis d’aprés la continuité de la fonction exponentielle en 0, il vient que

lim e*~2 = lim e* = e° = 1. Finalement, lim f(x) = lim (e*? — 4) = —3.
x—-2F X—-07* x—-2% x—-2%

Par conséquent, lil‘gl_ flx) = lirgx+ f(x) = —3. La fonction f est donc continue en 2.
xX— xX—

3) D’aprés la premiére question, la fonction f est continue sur R\{2} et, d’aprés la second Qn, f est
également continue en 2. 1l en résulte que fonction f est continue sur R. @

o
.@0
&
e’oo
N
<
@,
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Exercice 12 (2 questions) Niveau : facile

e %43
eXx—1"
2) En déduire I’existence d’une asymptote a Cr, courbe représentative de la fonction f.

1) Etudier les limites de la fonction f, définie sur R par f(x) = en —oo et en +oo.

Correction de I’exercice 12 O Retour au menu

1) Etudions les limites de la fonction f, définie sur R par f(x) = x 1 , en —oo et 6@00

Etudions en premier lieu la limite de la fonction f en —oo.

D’une part, 11m ( x) = +oo. De plus, 11m eX = +oo. Donc, d’apres le theor& a limite de la composée

de deux fonctlons, lim e™ = +oo. |l V|ent alors que lim (e™* +3) =
X——00

X——00

D’autre part, lim e* =0.D’ou lim (e* —1) = —1. o

X——00 X——00 :
e *+3

Ainsi, par quotient des limites, lim f(x) = lim —— = —of.
X——00 ——00 c E

Etudions en second lieu la limite de la fonction f er\'§

D’une part, lim (—x) = —oo. De plus, lim eX
xX—+00 X

——00

onc, d’apres le théoreme sur la limite de la composée

de deux fonctions, hm e ™ = 0. Il vient al ue hm (e x4+ 3)=3.
X—

D’autre part, lim e* = +o0. D’ ou@@ 1) = +oo.

X—+00

—x
Ainsi, par quotient des I|m|tes@( flx) = hm o +13 = 0.

2 Q.O

Rappel : Asymptqte I;oﬁzontale a une courbe

= a, alors la courbe représentative de la fonction f admet une asymptote horizontale d’équation

y u voisinage de —oo.

Si lirP f(x) = a, alors la courbe représentative de la fonction f admet une asymptote horizontale d’équation
XxX—>+00

y = a au voisinage de +oo.

D’aprés la question précédente, lirP f(x) = 0 donc Cf, courbe représentative de la fonction f, admet une
xX—+00

asymptote horizontale d’équation y = 0, au voisinage de +co.
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Remargue : Cette asymptote horizontale est I’axe des abscisses du repere (0 ;7;)).

~

=~

asymptote horizontale a
Cr au voisinage de +oo
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Exercice 13 (2 questions) Niveau : facile

1) Etudier la limite de la fonction f, définie sur R* par f(x) = en 0.

5e*
1—eX
2) En déduire I’existence d’une asymptote a Cr, courbe représentative de la fonction f.

Correction de I’exercice 13 U Retour au menu

X
1) Etudions la limite de la fonction f, définie sur R* par f(x) = 5 T—gx €NO. c‘
D’une part, llme" = e% = 1 (par continuité de la fonction exponentielle en 0), d’ou 1 *¥) =5.
[ J
D’autre part, lim (e*) = 1%, d’ou lim (—e*) = —1~. Finalement, lim (1 —
x—-0* x—07F x—0F
Ainsi, par quotient des limites, lim f(x) = lim 2 lim S _
! T x50t x—-0t 1—e* x-0- X O
De méme, on montre que hm | f(x) = +oo. O
En effet, lim_(ex) =1", d’ou hm (- ex) =— %re lim (1 —e*) = 0*. Ainsi, par quotient des
limites, llm L f(x) = llm de’ llm = 400, {
1—eX 0+X

2) 40

Rappel : Asymptote verticale a un? L@

Soit a un réel.

Si lim f(x) = +o0 ou si %(x) = too, alors la courbe représentative de la fonction f admet une
x—a

asymptote verticale d’égu X =a.

[ 4
D’aprés la q‘@ précédente, lir(r)l_f (x) = 4+ (et lir(r)l+ f(x) = —0) donc Cf, courbe représentative de la
x— xX—
fonction met une asymptote verticale d’équation x = 0.

%que - Cette asymptote verticale est ’axe des ordonnées du repére (0 ;7;)).
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Axe des ordonnées
asymptote verticale a C;

Cs
¥e

Remarque © Cr admet égale (axe des abscisses comme asymptote horizontale au voisinage de —oo et la
droite d’équation y = —5 asymptote horizontale au voisinage de +co.

N
&
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Exercice 14 (2 questions) Niveau : facile

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = e * cos x.

1) Etudier lim f(x).
X—+00

2) Qu’en déduire pour Cy, la courbe représentative de la fonction f ?

Correction de I’exercice 14 U Retour au menu

[
1) Etudionsxl_i)rirl00 f(x). @%

Rappel : Théoréme des gendarmes

.,\
Soient f, u et v trois fonctions et soit [ un nombre réel.

Si, pour x assez grand, u(x) < f(x) < v(x),si lim u(x) =1 et =, alors lim [(x) =1L
X—+00 x X—+00

U

Pour tout x € R, —1 < cosx < 1. Or, pour tout x € R,%> 0donc —1xe*<cosxXxe*<1xe™,
c’est-a-dire —e ™ < [(x) <e™*.

En outre, lier (—x) = —0 et Xlim eX =0. Do rés le théoréme sur la limite de la composée de deux
X—+0o ——00

fonctions, lirP e ™ = 0. ll en résulte égale hm ( e ™) =0.
X—>+00

D’aprés le théoréme des gendarmes, @ue lim f (x)=0.

2) On vient de montrer que MI (x) = 0 donc C¢, la courbe représentative de la fonction f, admet I’axe
pe [00]
des abscisses comme tote horizontale au voisinage de +co.

QA /? N~ =

C,, courbe représentative de la fonction x » —e™
Cy

4

C,, courbe représentative de la fonction x - e™*
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